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1. Les données

• Les données 
– Données imprécises 
– Représentation des données

• Structure complexe des données
– Tableau de données
– Approche « symbolique »
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Prise en compte de l’imprécision

• Données imprécises: Liées à la notion de 
précision d'un appareil de mesure. Elle est souvent 
employée pour désigner le manque d’exactitude ou de 
précision de la mesure due à l’appareil de mesure.  

• Données incertaines: Intrinsèque à la mesure. 
Souvent définie par une zone d’incertitude associée à
la donnée.

• Données agrégées: résultat d’une ou de plusieurs 
formules calculées à partir de plusieurs mesures. 



LFA’09 Annecy 5

Données complexes

• Données classiques : tableau de données (modèle « vectoriel »)

Un texte 
complet

Graphe Fonction Texte Image Œuvre d’art

• Un modèle pour les données complexes
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Données complexes

Graphe : Tableau de dissimilarité, réseaux sociaux
Fonction : courbes de consommation, parcours, séquences, 
séries temporelles.
Texte structuré ou semi-structuré : XML (documents, 
données, fichier LOG),  requêtes SQL
Image : Histogramme des couleurs, texture 

Un texte 
complet

Graphe Fonction Texte Image
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Pourquoi avoir une
représentation complexe ?

décrire ces grands volumes de données sans perte
d’information. Les descriptions sont complexes afin de 
transmettre le maximum d’information mais en veillant à
avoir une description compréhensible pour l’utilisateur ;

les descriptions doivent être écrites dans un 
formalisme proche de la représentation habituelle d’un 
ensemble de données mais elles doivent aussi servir
d’étape intermédiaire pour d’autres analyses sans revenir
aux données initiales.
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Les données symboliques

E. Diday propose une extension des données uni-valuées
aux données multi-valuées. 

L’objectif est de donner un modèle de représentation  aux 
données agrégées mais cela peut s’appliquer aux 
données incertaines ou imprécises;

Ce modèle sera différent du modèle de représentation des 
données.

.
• Généralisation de la notion de tableau de données
• Définition de nouveaux types de variables.
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Requête de synthèse/ Résumé

Individus Groupe X1 X2

I1 G1 3 1
I2 G1 6 1
I3 G1 1 6
I4 G1 5 1
I5 G2 6 3
I6 G2 0 2
I7 G2 3 4

Requête de synthèse

X1 X2

G1 3,25 2,5

G2 3 3
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Opérateurs de généralisation
 A partir d’un groupe d’individus  directement 

G1 

G2 
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Tableaux de données

Ensemble des individus
Ensemble des variables ou caractères
Mise en correspondance
Mesure de similarité ou de dissimilarité



LFA’09 Annecy 12

Ensemble des individus et des 
variables

Un individu est l’unité de base sur laquelle des mesures vont être 
réalisées. Le terme individu peut désigner un client d’un 
magasin, un animal, une ville.

Sur ces individus on relève un certain nombre de mesures .
Afin de décrire de manière cohérente un ensemble d’individus 

l’utilisateur va devoir choisir un ensemble de variables ou de 
descripteurs

Le choix des variables est étroitement lié au problème posé.

Pour une enquête les variables sont les questions.
Pour la description d’une plante c’est un ensemble d’attributs
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Mise en correspondance des 
individus avec les variables

La réalisation d’un tableau de données se fait par la 
mise en correspondance ou la mise en relation de 
l’ensemble Ω des individus avec l’ensemble Y des 
variables

DYET →×: )(),( ijji xYYxT =

D est inclus dans l’ensemble des réels, des entiers, 
des intervalles, des courbes ou des distributions…
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Un exemple

Les individus sont les années, les variables représentent les dépenses
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Un autre exemple

Les individus sont les marques 
d’eau  en bouteilles

Les variables décrivent l’étiquette 
de cette eau

Les données sont «hétérogènes »

M: minérale S: source
P: plate G: gazeuse ions CA en mg/litre

Chapitre 1 : G. Saporta et N. Niang

Analyse des données
G. Govaert Hermes 2003
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Exemple de tableau de 
données symboliques

Données d'Ichino sur les huiles
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Variables ou descripteurs 
symboliques

• Définir les variables intervalle ou multi-valuées
(distributions, courbes)

• Nous définissons, à partir de  , par 
agrégation, des variables symboliques 
qui sont  des fonctions multi-valuées

H.-H. Bock et E. Diday « Analysis of Symbolic Data »
Springer, 2000.

jjY ℑ→Ω:

jj DEY →:~
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Acquisition d’objets symboliques
à partir d’une base de données

Un ensemble Ω={1,..,Ν} de N individus, appelés individus de 
premier ordre, décrit par une variable aléatoire vectorielle
Y=(Y1,…,Yp)

Une fonction

E est l’ensemble des concepts. 

Un ensemble {C1,…,CK} de classes , les éléments de cet
ensemble sont considérés comme des individus dits individus de 
second ordre, vérifiant

Un objet symbolique est une modélisation d’un concept.

{ }KEG ,,1: L=→Ω

Ω⊂iC

iCiG ∈= ωω  si)(
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Tableau de données initial

Ce tableau de données est le résultat d’une requête sur
l’ensemble Ω .

A chaque w de Ω correspond un vecteur de description
(Y1(w),…, Yp(w)) et une classe d’appartenance G(w). 
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Tableau de données symboliques

Des variables symboliques sont définies à partir des 
variables initiales jjY ℑ→Ω:

jj DEY →:~

Dans ce cas les différentes cases  ne contiennent plus 
une valeur unique.
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Les variables symboliques

{ }j
kl

j
k

j
k mm ,,1 ,...,=ξ

[ ]j
k

j
k

j
k ba ,=ξ• Les variables intervalles : 

•Les variables multi-valuées:                         est un 
sous-ensemble des modalités de la variable initiale Yj

•Les variables modales:                                est
un sous-ensemble pondéré des modalités de la variable 
initiale. Cette pondération peut être une distribution.

{ }),(),...,,( ,,,1,1
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Objet Symbolique

E Diday défini un objet symbolique par le triplet 
(d,R,a) suivant :

• d description de l’objet, élément de l’espace de 
description D

• R opérateur de comparaison entre descriptions
• a fonction qui permet de définir l’extension

{ } [ ]0,1ou  1,0: →Da
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2 : les méthodes de classification

• Les méthodes de classification
– Introduction
– Les méthodes de partitionnement
– Approches « fuzzy » dans les méthodes de 

partitionnement
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La classification automatique

La classification non supervisée propose la recherche 
de classes homogènes à partir d’un ensemble 
d’observations. 

Objectif : les observations les plus semblables 
doivent appartenir à la même classe. 

C'est un objectif très intuitif mais ce n’est pas une 
définition précise de la notion de classe. 

Une classe est définie par une fonction caractéristique
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La classification automatique

Les principales approches

Il existe des classes sous-jacentes et que le défi est 
de les découvrir, 

il faut construire les classes dans un  sens 
structurel, à travers les structures classificatoires,

il faut trouver les classes utiles à l'utilisateur.

Associer un concept à chaque classe ou un 
ensemble flou
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Difficultés

Cette classification d’objets est réalisée à partir d’un vecteur 
de mesures. Ce vecteur correspond aux réponses de cet objet 
à un ensemble de paramètres ou variables définis a priori.

La nature multidimensionnelle de la description de ces objets 
présente l’une des difficultés les plus importantes dans la 
résolution d’un problème de classification.

En général l’information initiale s’exprime sous la forme 
d’un système d’hypothèses probabilistes ou sous la forme 
d’un critère objectif qui doit être optimisé.
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Hypothèses initiales

On considère qu’un objet ou individu à classer est une entité
appartenant à une population théorique constituant l’ensemble 
des individus susceptibles être classés. 

• il existe sur cette population  une structure classificatoire;

• il existe un tableau de données, 

•il existe une distance sur ce tableau de données. Cette 
«distance» mesure la proximité ces individus.



LFA’09 Annecy 28

Structures classificatoires
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Classe « homogène »

Approche géométrique

∑ ∑
∈ ∈

=
ki kPe Pe

k dPw
l

l ),()( 2 zzi

Classe Pk Critère de 
classification

Modèle probabiliste
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∑
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Méthodes de partitionnement

La structure classificatoire recherchée est la partition. En 
définissant un critère d’homogénéité sur les classes ou sur une 
partition le problème de classification devient un problème 
parfaitement défini en optimisation discrète.

Trouver, parmi l’ensemble de toutes les partitions possibles, 
une partition qui optimise un critère d’homogénéité défini a 
priori. 

Ω est fini donc il y a un ensemble fini de partitions possibles 
alors le problème est toujours soluble par l’énumération 
complète. Cependant, en pratique, cette approche est 
irréalisable car nous avons approximativement avec un 
ensemble de N objets en K classes            solutions possibles.K KN !
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Problème d’optimisation combinatoire

Soit un critère W, défini de                        , où est 
l’ensemble              de toutes les partitions en K classes 
non vides de Ω alors le problème d’optimisation 
combinatoire se pose sous la forme:

+ℜ→Ω℘ )(K
)(Ω℘K

∑
=

Ω℘∈
==

K

k
kQ

QwQWMinPW
K 1)(

)()()(

où w(Qk) mesure l’homogénéité de la classe Qk.
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Optimisation itérative

On part d’une solution réalisable )()0( Ω℘∈ KQ

A l’étape t+1, on a une solution réalisable 

on cherche une solution réalisable )( )()1( tt QgQ =+

)()( )()1( tt QWQW <+vérifiant

L’algorithme s’arrête dès qu’il est impossible de trouver une 
solution réalisable

)(tQ

Choix

Choix

Autres approches: séparation et évaluation, programmation 
dynamique, recuit simulé, méthode Tabou, algorithmes 
génétiques
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Algorithme de voisinage

Une des stratégies la plus utilisée pour construire la fonction  g est :

•d’associer à toute solution réalisable Q un ensemble fini de 
solutions réalisables V(Q), appelé voisinage de Q, 

•puis de sélectionner la solution optimale pour ce critère W dans ce 
voisinage, ce qui est couramment appelé solution localement 
optimale. 
Par exemple on peut prendre comme voisinage de Q toutes les partitions 
obtenues à partir de la partition Q

en changeant un seul individu de classe (algorithme de transfert)

en permutant deux individus de classe (algorithme d’échange)

.Le principe est simple mais peu efficace et de complexité élevée.
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Critère d’inertie intra-classe

Le critère W associé à la partition P=(C1,..,Ck,…,CK) est la somme 
des inerties de chacune des classes c’est-à-dire l’inertie intra-
classe:

2
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ki
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d est la distance euclidienne et wk est le centre de gravité ou la 
moyenne de la classe Ck. 
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Algorithme des k-means
(MacQueen, 1967)

Avec théorème de Huygens il suffit de trouver une solution 
meilleure que la solution en cours. 

Aussi l’individu i est mis dans ),(minarg si C
,,1 kiKk

d wx
L

l l
=

=

et les moyennes des deux classes sont mise à jour par
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Algorithme des centres mobiles, 
K-means Batch (Forgy,1965)

(a) initialisation
On se donne au départ une partition P ou un sous-ensemble de K
éléments de Ω.

(b) Étape d’affectation
test←0 Pour tout i de 1 à N faire

déterminer l tel que ),(minarg 2

,,1 kiKk
dl wx

L=
=

faire alors  si s≠l test←1 { } { }iCCiCC ss −←∪← et  ll

(c) Étape de représentation
Pour tout k de 1 à K faire

calculer le centre de gravité et l’effectif de la nouvelle classe Ck
(d) si test # 0 (partition inchangée) aller en (b) sinon stop
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Affectation d’un nouvel individu

Une fonction d’affectation φ de D dans {1,..,K}définit une 
partition                                de l’espace de représentation avec  { }KFFF ,,1 L=Φ

{ }jDFj =Φ∈= )(/ xx

{ }),(),( si )(
,1 kKkj dMindjD wxwxxx

=
==Φ∈∀

A la convergence de ces algorithmes, la fonction φ est 
construite de la manière suivante :

Remarquons qu’il est impossible de démontrer que l'une des 
stratégies donne systématiquement une meilleure solution.
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Ensemble flou

• Une classe C d'un ensemble Ω est usuellement associée à sa 
fonction caractéristique. Celle-ci s'applique sur les individus x 
de Ω. Elle prend la valeur 0 si x n'appartient pas à C et 1 si x 
appartient à C.

• Une classe floue C est caractérisée par une fonction 
d'appartenance, notée μC,,, qui représente le degré de validité
de la proposition « x appartient à C ». C’est une application de 
Ω dans [0,1]. 

• Pour un individu x donné, la valeur de la fonction 
d'appartenance μC(x) est appelée degré d'appartenance de 
l‘individu x à la classe C.

• Si μC(x) = 1, l'objet x appartient totalement à C, et si μC(x) = 0, 
il ne lui appartient pas du tout. 

. 
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Fuzzy c-means (Bezdek,1981)

Le critère WF associé à la partition P est maintenant
2
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Algorithme de Fuzzy c-means
(Bezdek,1981)

(a) Initialisation
On se donne au départ un sous-ensemble de K éléments de Ω.

(b) Étape d’affectation floue
Pour i de 1 à N et Pour  k de 1 à K 

calculer les degrés d’appartenance

(c) Étape de représentation
Pour  k de 1 à K 

calculer la moyenne pondérée

(d) si les moyennes varient beaucoup  aller en (b) sinon stop
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Qualité de la partition

Le coefficient  de Dunn permet de mesurer la proximité de la 
partition floue par rapport à la partition dure. 

∑∑
= =

=
K

k

N

i
iCNK k

F
1 1

21 )(xμ

Si ce coefficient est égal à 1 alors cette partition floue est une 
partition dure. Plus ce coefficient est petit plus cette partition est 
floue. Le minimum est obtenu avec 

KKiCk
1

K
1 Fet  )( ==xμ

Le coefficient  de Dunn peut être utilisé comme critère d’arrêt. 
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Algorithme EM (Dempster et 
al,1977).

Étape d’Estimation : calcul des probabilités a posteriori et a priori

Étape de Maximisation : calcul de Θ qui maximise

Initialisation Θ=(π1,…, πK,θ1,…,θK) et K fixés. θ1,…,θK
dépendent des hypothèses sur les lois

[ ]  )(/)/(;/Pr ikikkiik xfxfxkyc θπ=Θ==

[ ])/(.log .),(max arg
1 1

Γ=ΘΓ←Θ ∑∑
= =Γ ikk

N

i

K

k
ik xfcQ π

[ ] Nxky
N

i
ik ∑

=

Θ==
1

;/Prπ

Pour i=1,..,N et k=1,..,K on calcule
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Distributions Gaussiennes
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moyenne Matrice de variance-covariance
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Chaque objet i est décrit par un vecteur d’ intervalles

[ ] [ ])90,70,...,72,60(1 =x

 Pulse Rate Systolic pressure Diastolic pressure

1 [60, 72] [90,130] [70,90] 

2 [70,112] [110,142] [80,108] 

3 [54,72] [90,100] [50,70] 

4 [70,100] [130,160] [80,110] 

5 [63,75] [60,100] [140,150] 

6 [44,68] [90,100] [50,70] 
 

Tableau de données complexes
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Méthode des Nuées 
Dynamiques (Diday, 1971)

•La première étape est l’étape de représentation, elle consiste à
définir un représentant ou prototype pour chacune des classes. 
L’idée est d’associer à chaque classe un représentant, par 
exemple, centre de gravité, un individu, une droite, une loi de 
probabilité

•La seconde étape est l’étape d’affectation, elle va modifier la 
classe d’affectation de chacun des individus de Ω.

Cet algorithme possède deux étapes d’optimisation

Moyenne, 

représentation de la classe
∑∑
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(b) Étape d’affectation
Pour chaque objet i de Ω calculer l’indice l de la classe 
d’affectation  qui vérifie ),(minarg iK1,...,k kLdl x=

(a) Initialisation

Choisir K prototypes L1,...,LK distincts de Λ espace des prototypes.

(c) Étape de représentation 

Pour chaque classe k rechercher le prototype Lk de Λ qui 
minimise

=

∑
∈

Λ∈
=

kCi
i

q

Lk LdL ),(minarg x

Répéter (b) et (c) jusqu’à la convergence

Méthode des Nuées 
Dynamiques (Diday, 1971)
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Distances entre deux vecteurs 
d’intervalles

Nous proposons deux approches:
• La distance City-Block
• La distance Euclidienne
• La distance de Hausdorff

Comment construire les prototypes pour un 
ensemble de vecteurs d’intervalles ?
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[ ] [ ] ppppj babaxxx Λ∈== ),,...,,(),...,,...,( 11
1
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1
111
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La distance La distance dd estest ddééfiniefinie par:par:
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•d est une distance si et seulement si toutes les 
fonctions dj sont des distances

Distance entre deux vecteurs 
d’intervalles
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Pour chaque variable j la distance d entre deux intervallesPour chaque variable j la distance d entre deux intervalles
et est égale à

qjjqjjjjq
j bbaaxxd 212121 ),( −+−=

[ ]jjj bax 111 ,= [ ]jjj bax 222 ,=

ja2

ja1
jb1

jb2

Distance euclidienne entre deux 
intervalles



LFA’09 Annecy 50

La distance de Hausdorff  dH entre deux ensembles  A1 et  
A2 of ℜ p est:

⎪⎭
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dH vérifie les trois 3 propriétés 
d’une distance
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Distance de Hausdorff entre 
deux ensembles
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),max(),( 212121
jjjjjj

H bbaaxxd −−=

[ ]jjj bax 111 ,= [ ]jjj bax 222 ,=

ja2

ja1
jb1

jb2

La distance de  Hausdorff est définie par :

Distance de Hausdorff entre 
deux intervalles
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Les prototypes

Le vecteur des prototypes Lk = (Lk
1,…,Lk

p) où Lk
j =[αk

j, βk
j]

Les bornes αk
j, βk

j sont définie par :

• La distance City-block : 
αk

j = médiane {ai
j : i ∈ Ck} et βk

j = médiane {bi
j : i ∈ Ck}

• La distance Euclidienne: 
αk

j = moyenne {ai
j : i ∈ Ck} and βk

j = moyenne {bi
j : i ∈ Ck}

• La distance de Hausdorff :αk
j =μk

j - ρk
j and βk

j = μk
j + ρk

j où
μk

j = médiane {ai
j + bi

j) / 2 : i ∈ Ck} et 
ρk

j = médiane {bi
j - ai

j) / 2 : i ∈ Ck}



LFA’09 Annecy 53

Classification floue et données 
intervalles

Le critère WF associé à la partition Q est maintenant

∑ ∑∑
= = =

==
K

k

K

k

N

i
ki

q
iCkF dCwPW

k
1 1 1

2 ),()()()( wxxμ

[ ] Ω∈∀∈=> ∑
=

iq iC

K

k
iC kk

1,0)(1)( et 1 avec
1

xx μμ

)( iCk
xμ

Ce n’est pas toujours possible car le calcul du prototype est lié
aux degrés d’appartenance

Possible pour la moyenne, impossible pour la médiane.

Une solution est de prendre comme ensemble des prototype Λ
l’ensemble Ω.
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(b) Étape d’affectation
Pour chaque objet i de Ω calculer l’indice l de la classe 
d’affectation  qui vérifie ),(minarg iK1,...,k kLdl x=

(a) Initialisation 

Choisir K objets L1,...,LK distincts de Ω espace des prototypes.

(c) Étape de représentation 

Pour chaque classe k rechercher l’objet Lk de Ω qui minimise

=

∑
∈

Ω∈
=

kCi
i

q

Lk LdL ),(minarg x

Répéter (b) et (c) jusqu’à la convergence

Classification d’un tableau de 
distances

Approche MNDD ou PAM (Kaufman et Roosseuw, 1990)
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FANNY
(Kaufman et Roosseuw, 1990)

∑ ∑
∑

∑∑
= =

=

= ===
K

k

K

k
N

i
iC

N

i

N

j
jijCiC

kF

k

kk
d

CwPW
1 1

1

2

1 1

22

)(2

),()()(
)()(

x

xxxx

μ

μμ

Le critère WF associé à la partition P est maintenant

[ ] Ω∈∀∈=> ∑
=

iq iC

K

k
iC kk

1,0)(1)( et 1 avec
1

xx μμ
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3 : les structures de classification

• Les structures de classification
– Recouvrement
– Pyramide
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Structures classificatoires

0

1

2

3

4

5

0 1 2 3 4 5

e
e

e
e

e

1
2

3
4

5

1 1

2
1

) , ,

)

∀ = ≠ ∅

=
=

l L l

l
U

K P

P El

K

on a 

0

1

2

3

4

5

0 1 2 3 4 5

e
e

e
e

e

1
2

3
4

5

∅=∩
≠=∀

mPP alors 
m et Km

l

lLl ,,1,)3

1 1

2
1

) , ,

)

Partition Recouvrement

∀ = ≠ ∅

=
=

l L l

l
U

K P

P El

K

on a 



LFA’09 Annecy 58

Retour aux sources

Cuvier :

Pour qu’une partition soit bonne il faut que deux objets pris 
dans la même classe se ressemblent plus que deux objets pris 
dans deux classes différentes
Construire une partition P qui vérifie les deux conditions :

si d(x,y) < α  alors x et y doivent être mis dans la même classe

si d(x,y)> α  alors x et y doivent être mis dans deux classes 
différentes
Exemple : d(A,B)=2, d(B,C)=3 et d(A,C)=4

Pour α =3 il est impossible de construire une partition
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Solution

Si d est une distance ultramétrique

{ }),(),,(Max),(,,)4( yzzxyxzyx ddd ≤∀
alors α≤⇔ ),( yxyx dR est une relation d’équivalence

Solution  :
Construire un espace ultramétrique

(méthodes hiérarchiques)
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Structures classificatoires

Pyramide

Hiérarchie faible

{ }

hhhhhh
Hhh

HeEe
HE

⊂′′⊂⇒∅≠′∩
∈′∀

∈∈∀
∈

ou   
:aon  ,)3

 alors )2
)1

Hiérarchie

1 432 5

θ∈∀
θ

∈′∩∅=′∩∈′∀

 de intervalleun est   ,
 que  tel ordreun  existe Il)4
ou    aon  ,)3

hHh

HhhhhHhh

e1 e2 e5 e4 e3
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La classification automatique

Méthodes

de

classification

Tableau

de 

données

Tableau

de distances

Structures 
classificatoires

partition

e1 e2 e5 e4 e3

hiérarchie
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